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Aula de Processamento de Sinais

I.B De Paula

»>Tipos de sinal:

»Deterministico:Sinais deterministicos sao aqueles que podem
ser perfeitamente reproduzidos caso sejam aplicadas as
mesmas condic¢des utilizadas sua geracao.
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I.B De Paula

»Tipos de sinal:

»Estocastico (Aleatorio). possuem uma variabilidade que dificulta a
predicdo dos seus valores por funcdes analiticas e que também nao
possuem periodicidade aparente

Estacionario Nao Estacionario
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»Analise de Sinais (introducao):

»Na pratica € comum a ocorréncia de uma situacéo combinada
onde coexista uma parcela deterministica e uma estocastica.

»Exemplo: Escoamento na esteira de um cilindro
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Aula de Processamento de Sinais

»Analise de Sinais (introducao):

»Exemplo: De volta ao sinal do anemometro de fio quente.
Estimadores simples do tipo média e desvio padréo, néao

permitem que sinais deterministicos e aleatérios de diferentes
tipos sejam separados e analisados individualmente.
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Aula de Processamento de Sinais

»Analise de Sinais (introducao):

»Exemplo: De volta ao sinal do anemometro de fio quente.
Dificuldade na definicdo do periodo do sinal atraves da

analise no tempo.
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

()=i{ak00{ ] b,se [ j}é[akCOS(wokt)mksen(%kt)]

k=0

onde T é o periodo fundamental do sinal x(t), w, (=2[1/T) a
frequéncia fundamental, k 0 nimero do harménico usado na
composicao do sinal,

a, = %j X(t) co{z?ﬂktjdt, k=012,...
T

< j x(t)sen(z_l_ﬂ ktjdt, k=012...
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

x(t) = % + i{ak co{z?ﬂ ktj + bksen(z?ﬂ ktﬂ = % + Z‘[ak cos(a,kt) + b, sen(cy kt )

k=1

para k=0 o valor de b, € irrelevante pois 0 sen(wykt)=0. Ja o
valor do cosseno presente naintegral de a, fica constante e

igual a 1. Assim, o coeficiente a para k=0 pode ser reescrito

como,

2
a, _?ix(t)dt, k=0

O termo a, refere-se a média da série em um periodo de tempo
T. Nao tem fase pois nao depende de valores de seno ou
COSSeNo
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

=< j X(t) co{ = jdt

Como funciona?

Ex: Caso: cos(2trt)
(Tem algo da covariancia,
vistana Gltimaaula?)

Ay

_2 21 _
== 1 x(t)ser(? ktjdt, k=012..

®ti=cos(2:t)

- re——
il Bhinrs cns[lﬂ J'hkt] k=1
5| = cos|{2aTik), k=2
1 cos[(2=T k], k=3
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I.B De Paula
»Representacao de sinais em séries de Fourier:
2 21T 2 21T
a, =— | x(t)cog —kt |dt, = — | X(t)sen — kt |dt, k=012,...
kTio{Tj kTi()n(Tj .

Como funciona?
Ex: Caso: cos(2trt)

xy=cos(2=t)

senliZaTH), k=1 |
— sen[(2aTikt), k=2
- se_n[qzn.n"r Mt k:3_-

y oo 1




Aula de Processamento de Sinais

I.B De Paula

»Representacao de sinais em séries de Fourier:

_—jx(t)co{T jdt _—j (t)sen(_r jdt k=012...

»Amplitude e Fase do sinal

Alwk)=/a +b?;

b
k) =t K
Aawpk) =tan” (ak]
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Amplitude e Fase do sinal

Andlise da Fase:
Continuando com
ex: cos(2tt)

ak>0; bk:O;
logo, ¢=0

A(wok) =4 alf + bk2 :

A wyK) = tan‘l(&j.

Ay
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Amplitude e Fase do sinal Alwyk) = /a2 +b?;
ﬂwok) - tan_l[&j
a'k

Analise da Fase:
Continuando com 0
ex: cos(2trt+@)

com @=T11/4 (45°)

a,>0; b, >0;

270
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I.B De Paula

»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Amplitude e Fase do sinal Alwyk) = /a2 +b?;
ﬂwok) - tan_l[&j
a'k

Analise da Fase:
Continuando com o0

ex: cos(2mt+q) ' b,
com ¢= 311/4 (135°)

&0

a,<0; b,>0;

330
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Amplitude e Fase do sinal Alwyk) = /a2 +b?;
ﬂwok) - tan_l[&j
a'k

Analise da Fase:
Continuando com o0

ex: cos(2mt+q) ' b,
com = 511/4 (225°)

&0

a,<0; b,<0;

330
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Amplitude e Fase do sinal Alwyk) = /a2 +b?;
ﬂwok) - tan_l[&j
a'k

Analise da Fase:
Continuando com o0

ex: cos(2mt+q) ' b,
com = 711/4 (315°)

&0

a,>0; b,<0;

330
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)

» Onda quadrada: x(t) = sign[sen(t)]

onde sign é o 15
sinal da funcéao

sen(t) e que !
assume -1 para

valores negativos

de seno(t) e +1 ol
para positivos.
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)

» Ondaquadrada: x(t) = sign[sen(t)]

Calculando-se os termos da série de Fourier dessa funcao,
temos:

2 44 2
a‘):ﬂx(t)dt:!ldui—muo

a, :é j x(t) cos(kt)dt :%Lﬁsen(kt)\g —(—1)sen(kt)\ff]:o, k=123...
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)

» Ondaquadrada: x(t) = sign[sen(t)]

Calculando-se os termos da série de Fourier dessa funcao,
temos:

= 2 _[ x(t)sen(kt)dt = iUlE‘aen(kt)dt + T—lE'hen(kt)dt
T T % o
' =43 ki

2”} i para kimpar
0O , parak par

+ % cos{kt )

T

0 V4

:1{_#03(@
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)
» Ondaquadrada: x(t) = sign[sen(t)]
Com os coeficientes a,=a, =0
4 :
—, para kimpar

b, =1k’
0O , parak par

A série de Fourier dessa funcéo fica:

X(t) = 2 sen(t) + - sen(3t) + —F- sen(5t) + - sen(7t) + .
Tl 3n 5n (7
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)

> Onda quadrada: X(t) = sign[sen(t)]
Representacao espectral (no dominio das freqiiéncias) da seérie
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)

» Ondaquadrada; X(t) = signsen(t)]
Representacao temporal da série truncada a um numero finito de
modos.
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)

» Ondaquadrada; X(t) = signsen(t)]
Representacao temporal da série truncada a um numero finito de
modos.

1.5

k=1,3
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)

» Ondaquadrada; X(t) = signsen(t)]
Representacao temporal da série truncada a um numero finito de
modos.
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k=1,3,5
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)

» Ondaquadrada; X(t) = signsen(t)]
Representacao temporal da série truncada a um numero finito de
modos.

1.5

k=1,3,5..25
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)

» Ondaquadrada; X(t) = signsen(t)]
Representacao temporal da série truncada a um numero finito de
modos.

P77
/I----

[ E—

05+

-05¢

- 5[] 0.5 1 15 2 25 3 35 4
t ()




Aula de Processamento de Sinais

I.B De Paula

»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo 2)
» Delta de Dirac o(t):

Funcéo pulso.
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo 2)
» Delta de Dirac o(t):

Antes de calcular a série de Fourier € necessario relembrar
algumas propriedades fundamentais da funcéao delta de Dirac.

Té(t)dt =1;

ate

[ot-r)f()dt=f(7)

E também definir um periodo para a funcao: -[I<t<[] .
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo 2)
» Delta de Dirac (t-1): com =0

Os coeficientes da serie de Fourier dessa funcéo séo dados por:

]T S(t)dt = =

-2
T T

8, == [a(t)costkdt = ~costk @) ==, k=123.
LI T 7T

=2 [ssn(k)dt == sen(k@) =0, k=123..
) 7
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo 2)

» Delta de Dirac:
Representacao espectral da série
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo 2)

» Delta de Dirac:
Representacdo da serie truncada a um numero finito de modos

k=1...10

05 04 03 02 01 o b1 02 0% 04 05
t (x7)
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo 2)

» Delta de Dirac:
Representacdo da serie truncada a um numero finito de modos

k=1...100

0% 04 03 027 01 o 01 02 03 04 05

t(xm)
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»Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo 2)
» Delta de Dirac:

»Com base na representacédo da funcéo delta de Dirac, nota-se
gue um evento localizado no tempo distribui energia para todos
0s modos no dominio da frequiéncia;

»Regibes onde existe descontinuidade no tempo necessitam de
um grande numero de termos para um representacao razoavel
da série temporal.

> Esse efeito devido ao truncamento da série a um nuamero finito
de modos é conhecido como efeito de Gibbs
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» Transformada de Fourier (FT):

A representacao de sinais atraves da série de Fourier € limitada,
pois a série so6 pode ser calculada para sinais periodicos e de
periodo conhecido.

Para criar um método mais robusto que pudesse ser aplicado a
guase todos os tipos de sinais Fourier desenvolveu uma
transformada baseada no mesmo principio de representacao
em series de senos e cosSsenos

A transformada de Fourier permite que sinais que ocorrem sem
periodicidade também tenham uma representacéo no dominio
das frequéncias.
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» Transformada de Fourier (FT):

Relembrando a formulacao da representacao em freqtiéncias da
série de Fourier :

a, ,termo cosseno
b, ,termoseno

F(wok)={

utilizando a notacdo exponencial: €™ =cos(at) —isen(at)

C.ren.  »F€lacionadoaoter mocosseno
F (k) = .
Cavac  +l€lacionadoaotermoseno
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» Transformada de Fourier (FT):

A série pode ser reescrita como: x(t) = ch [@iakt

k=—co

. 1 ;
Com os coeficientes ¢, dados por: ¢C, = = 'f x(t)e™“ dt
T

Para um dominio de [-«; +=], o periodo T tende a « enquanto
gue a a frequéncia fundamental (w,) tende para 0. Assim as
componentes c,’'s formam um continuo.
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» Transformada de Fourier (FT):

O somatorio da série de c,’s se converte em uma integral,
obtendo-se assim a transformada de Fourier.

X(w) = Tx(t)e‘i“‘dt

—00

onde X(w) € o sinal x(t) no dominio da freqiiéncia. A operacao
iInversa para transformar o sinal X(w) do dominio para o tempo
é dada pela transformada inversa (IFT)

X(t) = TX(a})e““dw
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» Transformada de Fourier (FT):

FT
” NS
Tempo, espaco L/

X(t) = TX(w)eia‘dw X () = j x(t)e “dt

—00

M Frequéncia, numero
de onda

IFT

A transformada permite que o mesmo sinal possua representacao
tanto no tempo quanto na freqiéncia.

Ao longo dos anos essa provou ser uma das ferramentas de analise
de dados mais utilizadas nos mais diversos campos de estudo.
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» Transformada de Fourier (FT):

Tempo, espaco
Tx(t)zdt e TX(w)Zdw

Frequéncia, numero
de onda

De acordo com o teorema de Rayleigh a poténcia dos sinais € a
mesma nao importando o dominio (muito util para sinais).
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» Transformada de Fourier (FT):

Diferenca em relacéo a série:

Na seérie de Fourier o intervalo de amostragem no tempo (At)
tende a zero o que resulta em infinitos modos harmonicos no
dominio da frequéncia.

Na transformada de Fourier o periodo de amostragem tende a
infinito, de modo que a resolucao no dominio da frequéncia (Aw)
tende a 0.

Isso implica que a transformada € uma funcao continuano
dominio da frequéncia.
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» Transformada Discreta de Fourier (DFT):

Para o uso da transformada no processamento digital de sinais
€ necessario a utilizacao da transformada discreta de Fourier

(DFT).

Para restringir os limites de integracéo da transformada a um
numero finito de pontos, assume-se que o sinal amostrado seja
periddico e de periodo igual ao periodo de amostragem.

Isso equivale a dizer que para a transformada a série temporal
de dados se repete periodicamente, em um intervalo de tempo
igual a N[At, até um tempo infinito.

A versdo da transformada para pontos discretos é dada em
termos de somatoério de pontos:

N 127k

%Z para k =01,..,N -1
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» Transformada Discreta de Fourier (DFT):

jZl‘k

1 N-
—Z para k=01,...,N -1
N =

Transformada Inversa (IDFT):

N-1 12ﬂ<
ZXk para k=01...,N -1

k=0
Para cada frequéncia correspondente a k um somatoério deve

ser computado.

Isso resulta em N2 operacfes, 0 que torna o processo caro do
ponto de vista computacional.
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» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Para reduzir o numero de operacdes e aumentar a eficiéncia no
calculo da transformada foram criados algoritmos chamados de
transformadas rapidas de Fourier (Fast Fourier Transform- FFT).

Nesses metodos o numero de operacoes realizadas para o
calculo da transformada é reduzido para O(Nlog(N)) operacoes.

Ex; Para uma série de 1024 dados:
N2=1048576;
Nlog(N)~3083!!!

Esses métodos sédo extremamente Uteis mesmo com o atual
aumento da capacidade de processamento dos computadores
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» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Os coeficientes da FFT permitem que a amplitude e a fase do
sinal sejam obtidos para cada modo k de maneira analoga a
série de Fourier

A :\/reaI(Xf)+imag(X|f);

_ L Tmag(X,)
% =1tan (real(xk) J
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» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Os limites de integrac&o da FFT sao finitos, consequentemente
a resolucédo no dominio das frequéncias fica limitada ao periodo
de amostragem do sinal

A frequéncia de cada modo k da FFT é dada por:

k kf
=N A~ N
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» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

A discretizacdo dos dados no tempo também acarretam
limitacao na FFT.

Arelacéo entre intervalo de amostragem e a frequéncia maxima
do espectro é dada pela teoria de amostragem de Shannon-
Nyquist.

A frequéncia maxima que pode ser resolvida € igual a metade
da frequéncia de amostragem fs, onde fs = 1/At.

Essa frequéncia limite € chamada de frequéncia de Nyquist.
(Demonstracao detalhada na aula de laboratério)
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» Transformada Réapida de Fourier (FFT):

Frequéncia de Nyquist. (Demonstracéo detalhada na aula de

laboratorio)
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» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Frequéncia de Nyquist. (Demonstracéo detalhada na aula de

laboratorio)
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» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Frequéncia de Nyquist. (Demonstracéo detalhada na aula de

laboratorio)
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» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Frequéncia de Nyquist. (Demonstracéo detalhada na aula de

laboratorio)
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» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Frequéncia de Nyquist. (Demonstracéo detalhada na aula de

laboratorio)
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» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Algoritmos e funcgdes para o calculo da transformada rapida de
Fourier encontram-se disponiveis em varias bibliotecas para
diferentes linguagens de programacao.

Uma compilacao dessas rotinas pode ser encontradano
endereco http://www.nr.com/ (numerical recipes).
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» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

»Exemplo 3) cos(2* 1 *(2*t)) com t=[0,1| e com N=16

10 : R
0.8
06
0.4
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A{xi}
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0.4

06

0.8




Aula de Processamento de Sinais

I.B De Paula

» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Exemplo 3) cos(2* m *(2*t)) com t=[0,1] e com N=16

0.9; 08
0.8} 03
0.7} 0.7
}?ﬂ.ﬁ- g:fﬂﬁ
'--'_Eglﬁ @ @ E“U.ﬁ
<L 04 < 04
0.3} 03
02 02
0.1} 01
-{%n e il e G et _E!m ucu_oooongoonogoo

1] {1}

Frequéncias positivas e negativas!?! FT assume periodico de —» a + «,

A transformada inclui também os valores do conjugado complexo dos
coeficientes X,, de modo que para uma serie de dados real X,=-i*X,.

10
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» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

»Exemplo 3) cos(2* 1 *(2*t)) com t=[0,1] e com N=16

1@ . . . . .q"'.
0.6
0.6
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@ l l *
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08 & ' !
1 [~} i [
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0.3

0.7}

06+
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025

» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Exemplo 3) cos(2* 1 *(2*t)) com t=[0,1] e com N=16

5 0 5 10

Espalhamento em varios modos

"E"irﬂ:ag{}{h;:|

10
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» Transformada Rapida de Fourier (FFT):
Exemplo 3) cos(2* 1 *(2*t)) com t=[0,1] e com N=16

Espalhamento em varios 081} Ak ﬁ;,: \ a Fh i
modos ocorre devido a 06 | 18k o8 Al ,

nao periodicidade do sinal 04r ! & i | :'O '1
com relagéo ao periodo ozt|t  ILIE G [W 1] )

de amostragem. 2ol - £ 1AL

VE [ W e
o 02- | ; : ' : i \ ; ]
Causa descontinuidade e L AN oL | | |
. 04 4| |} R o e
tem efeito semelhante ao K. § | L [1e el :,
observado na série de b B B H | L '1
Fourier A R V7 L9 VA
1 % . & ; Y8 Vo
0 0.5 1 15 2
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» Transformada Réapida de Fourier (FFT):

Exemplos de aplicacéo (somente algumas pois séao
inameras):

»Analise de vibracoes;
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» Transformada Réapida de Fourier (FFT):

Exemplos de aplicacéo (somente algumas pois séao
inameras):

»Audio (processamento e compactacao);
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Aula de Processamento de Sinais

I.B De Paula

» Transformada Réapida de Fourier (FFT):

Exemplos de aplicacéo (somente algumas pois séao
inameras):

»Processamento de imagens (Superficie Lunar — Apolo 14);

Sem Processamento Apds processamento




Aula de Processamento de Sinais

I.B De Paula

» Transformada Réapida de Fourier (FFT):

Exemplos de aplicacéo (somente algumas pois séao
inameras):

»Solucao de equacoes diferenciais (Ex:.Simulacao das Eq.
de Navier-Stokes de um jato. Obs: campo acustico em
cinza)




