MEDIDAS DINAMICAS

INTRODUCAO

A medicao ¢ uma operagdo, ou conjunto de operacoes, destinadas a determinar o valor de
uma grandeza fisica. O seu resultado, acompanhado da unidade conveniente, constitui a
medida da grandeza.

Muitas vezes os experimentos requerem medidas de grandezas fisicas que variam com o
tempo. Para a correta medigdo destas grandezas, ¢ necessario conhecer as propriedades
dos sinais a serem medidos, assim como as propriedades dos instrumentos de medic¢ao
utilizados.

O objetivo desta aula ¢ apresentar técnicas e conceitos basicos de condicionamento e
analise de sinais que sao comumente empregadas durante o processo de medigcdo de
grandezas fisicas por meio de instrumentos.

TIPOS DE SINAIS

Antes de analisar o sinal de saida de um instrumento, é conveniente ter uma idéia da
natureza do fendmeno fisico que se deseja medir uma vez que esse sinal deve representar
uma grandeza do fendmeno a ser medido. A natureza dos sinais pode ser classificada de
acordo com o diagrama da figura 1.

Sinal
Determ‘inistico Aleatdrio
| |
Periodico Transiente Estacionario Nao-estacionario
|
Ergé‘pdico Nao-ergodico

Figura 1: Classificagdo de sinais

Sinais deterministicos sdo aqueles que podem ser perfeitamente reproduzidos caso sejam
aplicadas as mesmas condi¢des utilizadas na sua geracdo. Normalmente esses sinais
podem ser descritos por fungdes matematicas que descrevem o seu comportamento. Os
sinais deterministicos podem ser subdivididos em perioddicos e transientes. No caso de



sinais periodicos existe um periodo (T) caracteristico apoés o qual o sinal se repete, a
figura 2 exemplifica um sinal periddico.

Figura 1: Exemplo de sinal deterministico periddico

Sinais deterministicos transientes normalmente refletem eventos Unicos € que ndo
possuem periodicidade aparente, ou seja ndo possuem periodo caracteristico. A figura 3
exemplifica esse tipo de sinal.

Figura 2: Exemplo de sinal transiente.

Os sinais aleatorios, também chamados de estocasticos, sdo aqueles que possuem uma
variabilidade que dificulta a predi¢do dos seus valores por funcdes analiticas e que
também nao possuem periodicidade aparente. Esse tipo de sinal normalmente se origina
de eventos reais que estdo sujeitos a influencia de varidveis ndo controladas. Também
podem ser definidos como aleatorios os sinais que possuem uma natureza deterministica
mas que ainda ndo podem ser descritos pela fisica atual ou que aparentem ser aleatérios
em comparacdo com inimeros outros eventos. Os sinais estocasticos podem ser
subdivididos em estaciondrios e ndo estaciondrios. Eventos ou sinais estaciondrios sdo
aqueles em que suas propriedades estatisticas ndo sdo alteradas durante a amostragem, e
no caso de eventos ndo estacionarios o oposto ocorre. A figura 3 exemplifica esses dois
tipos de sinais.



Figura 3: Exemplo de sinais aleatdrios estacionarios e ndo estaciondrios

Sinais aleatdrios e estacionarios podem ser divididos ainda em ergddicos e ndo ergodicos.
Nos casos classificados como ergddicos as propriedades estatisticas ndo dependem do
tamanho da amostra, ou seja as médias temporais e as médias de eventos sdo iguais (para
informagdo suplementar buscar sobre teorema de ergodicidade). Ja& nos casos
estacionarios ndo ergodicos, somente estatisticas de ordem mais elevada apresentam
invariancia no tempo.

Na pratica ¢ comum a ocorréncia de uma situagdo combinada onde coexista uma parcela
deterministica e uma estocastica. Esse € o caso tipico de escoamentos turbulentos onde
existe uma componente do escoamento base, que normalmente é bem comportada, € uma
componente aleatéria que seria a turbuléncia (ver figura 4). Eventualmente ¢ possivel
separar estes sinais em dois e estuda-los individualmente. Para isso é necessario o uso de
ferramentas matematicas para a andlise dos sinais.

ANALISE DE SINAIS BASICA

O sinal de saida de um instrumento de medi¢do fornece uma descri¢do de como um
parametro esta relacionado com outro. O sinal de saida de um anemoémetro de fio quente
¢ mostrado na figura 4 como exemplo de sinal de saida de um instrumento.



25.nn..n.nnﬂlnh_;m
I

05

0 L L L L 1 L 1 L 1 4
0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 005

Time (s)
Fig 4: Exemplo de sinal de saida de um anemometro de fio quente colocado na esteira de
um cilindro.

A média do sinal da figura 4 ¢ indicada no grafico por uma linha continua seguida da
letra grega . Em termos de sinais ¢ comum se referir ao valor médio como sendo o valor
DC (do termo original em inglés “direct current”) do sinal. Ja a parte do sinal que varia
no tempo ¢ também conhecida como a componente AC ( “alternate current”). Em alguns
casos, so interessa a medi¢ao da média do sinal de saida do instrumento. Nesses casos, ¢
comum ajustar os equipamentos para trabalharem com medi¢do de sinal DC. Vale
lembrar que toda média ¢ feita definindo-se um espago de amostragem. Logo, todos os
instrumentos realizam a integragdo do sinal durante um periodo finito para extracdo da
componente DC.

No caso de medi¢do de grandezas que variam com o tempo, existem diferentes maneiras
de caracterizar a informacao contida na flutuacio do sinal. Uma das formas de quantificar
a componente AC ¢ através do desvio padrdo do sinal, mostrado na figura 4 e que ¢
definido pela equagao 1.

1 N—l( )2
o= |——2 \x,—u (1)
N _ 1 JZO J
Onde N ¢ o numero total de amostras. Note que na equagdo, o valor do somatdrio ¢
dividido por N-1 pontos. Essa ¢ uma corre¢do aplicada para compensar erros em amostras
pequenas onde o erro na estimac¢ao do valor da média (u) ¢ alto. No caso de amostras
grandes o estimador de desvio padrao calculado para N ou N-1 ndo ¢ relevante, pois os

valores tentem a ser muito préximos.

O desvio padrao ¢ uma medida de quanto a flutuacio se afasta do valor médio do sinal.
No caso de sinais sem componente média o desvio padrao se torna idéntico ao valor RMS
(“root mean square”) do sinal. A figura 5 permite uma comparacdo entre o desvio
padrdo de diferentes formas de onda em relagdo ao valor de pico a pico.



a. Sq“are V\.Ta\:e, \:'PP =20 b. TI‘iangle wave, \"’Pp =4120

| |

¢. Sine wave, Vpp = 2420 d. Random noise, Vpp = 6-8 o

Fig 5: Comparagdo entre valores pico a pico e de desvio padrdo para diferentes formas de
onda.

Pode-se notar que os sinais mostrados na figura 5 possuem valores similares de amplitude
pico a pico (Vpp), mas apresentam um desvio padrdo completamente diferente. Como o
valor do desvio padrao fornece uma medida integral da amplitude ele ¢ mais utilizado
para caracterizar sinais alternados. Em eletronica a caracterizagdo da amplitude da
componente alternada ¢ dada normalmente em termos do seu valor RMS.

Uma medida importante que caracteriza a qualidade do sinal medido ¢ a razdo entre o
sinal de interesse e o ruido, conhecida pela expressdo em inglés signal to noise ratio
(SNR). Essarazao ¢ dada pela expressao abaixo:
2

SNR — })sinal — ARMSsinal (2)
ARMSruz'do
onde P ¢ a poténcia do sinal. Essa defini¢do ¢ geral e serve tanto para sinais DC quanto
para sinais AC. No caso de sinais DC pode-se utilizar uma defini¢do alternativa para a
razdo entre sinal de interesse e ruido, baseada na média e no desvio padrdo, conforme
mostrado na equacao 3.

ruido

)7
SNR =+
o 3)

Na medicao de grandezas ¢ sempre interessante manter essa razao a maior possivel para
minimizar erros de medigdo associados a sinais estocasticos que nao sao de interesse.

Mesmo em um sinal com alta SNR pode ser dificil a extracdo da informacao desejada.
Isso pode ocorrer quando varios sinais de interesse coexistem em um unico sinal. Um
exemplo comum onde varios sinais coexistem ¢ observado na recepcao de sinais de radio,
onde a informacdo de varias estacdes sdo captadas pela antena, mas somente aquela
referente a a aquela a estagdo sintonizada ¢ de interesse. Nesses casos € necessario a
utilizagdo de ferramentas matematicas mais elaboradas para a andlise dos sinais. Uma



alternativa amplamente empregada nesses casos ¢ a representacdo dos sinais no dominio
da freqiiéncia.

Representacgéo de sinais em série de Fourier

Para representar sinais no dominio de freqiiéncias existem diversas ferramentas
matematicas dentre as quais destaca-se a representacdo proposta por Fourier como uma
das mais empregadas. Essa ferramenta permite que os sinais sejam representados como a
soma de fun¢des harmonicas de acordo como descrito na equacao (4)

x(t) = %) + i{ak cos(%kt] + bksen(z% ktﬂ i ak cos a)okt +b sen(a)okt)] (4)
k=

k=1
onde T ¢ o periodo fundamental do sinal x(t), wo (=24/T) a freqiiéncia fundamental, k o
nimero do harmoénico usado na composi¢ao do sinal,

2 2z
a == l x(t) cos(7 ktjdt, k=0,2,.. 5)

2 2
b, = ?lx(t)sen(T ktjdt, k=01.2,.. ©).

Pode-se observar que nessa representacao para k=0 o valor de b, ¢ 0 e o valor do cosseno
presente na integral de a; fica constante e igual a /. Assim o coeficiente a para k=0 pode
ser reescrito como:

2
a, = ?lx(t)dt, k=0 7)

Substituindo-se esse termo na equacgdo 4 e desprezando-se os demais termos da série
obtém-se a equacao para a média de um sinal em um periodo de tempo T. Logo, esse
termo representa a média do sinal. Além disso pode-se concluir que ndo existe defini¢ao
de fase para este termo da série, ao contrario de todos os outros termos da série que
dependem de valores de senos ou cossenos.

Os demais termos da série representam uma medida da parcela do sinal contida nas
freqiiéncias dadas por wpk. A figura mostra ajuda a visualizar como isso ocorre. No
exemplo o sinal x(?), definido em um periodo de 0 a 2z, ¢ dado pela funcdo cos(2mt) e
corresponde ao grafico no alto da figura. Os termos harmonicos da série de Fourier, para
k=1 até k=3, sdo mostrados no grafico do meio da figura e o produto entre os harmonicos
e o sinal x(2) sdo mostrados no grafico inferior. Nota-se que a unica curva de produto dos
sinais que deve apresentar integral diferente de 0 ¢ aquela referente ao harmoénico k=2, e
que corresponde a freqiiéncia do sinal x(?). Os demais produtos apresentam médias iguais
aO0.



x(t)=cos(2nt)
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Figura 6: Exemplo do principio utilizado para a representagdo de sinais em serie de
Fourier.

Os termos ay, € by, além de representarem a parcela de amplitude do sinal que esta contida
em cada freqiiéncia, permitem também que se estime a parcela que estd contida nos
termos seno e cosseno. Assim, ¢ possivel extrair informagdes acerca da fase do sinal.
Para se obter a amplitude e a fase do sinal em cada modo wyk utiliza-se relagdes
trigonométricas simples conforme abaixo:

Alw k)= +Ja? +b2;

P(w,k) = tan™ b .

a;

®)

Exemplo)

Onda quadrada:

x(t) = sign[sen(t)]

onde sign ¢ o sinal da funcdo sen(t) e que assume -1 para valores negativos de seno(t) e
+1 para positivos. A figura a seguir mostra a serie temporal dessa fun¢ao.
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o periodo fundamental dessa forma de onda ¢ T=2n. Logo w,=2n/T=1. Calculando-se os

coeficientes tem-se que:
2 Vg 2
a, :Fj‘x(t)dt =£1dt+ ;[—ldt =0,

V4 2r
a, = %Jx(t) cos(kt)dt = %[jlcos(k:)dt +| —lcos(kt)dt} =0, k=123..
0 V4

b, = %J‘x(t)sen(kt)dt = %El -sen(kt)dt + f— I sen(kt)dt}

n 2z 4 .
- k
S cos(kt) + ! cos(kt =<krx para Fumpar
k k 0

T 0 V4

, parak par

Assim, tem-se que esta ¢ uma série de senos que pode ser escrita como abaixo:

() = 2 sen(t) + -2 sen(3t) + - sen(5t) + — sen(Tt) + ..
T RY/4 hY/4 T



Assim, a representagdo da série de Fourier no dominio de freqiiéncias (indicadas na
figura pelo modo k) assume a forma mostrada na figura abaixo:
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A figura abaixo mostra o sinal x(t) aproximado por esta série truncada para diversos
numeros de termos.

15

1t

05

-0.5¢

05

-0.5¢

A

A

A

A

k=1
k=1..3,5
Ao Aol Aol
VAV TAY TAY
AN AA AA
vvy Vvy Vv

t(m)

k=1,3,5

15 k=.1'3
: AN AN AN
v v )
al A\ N\
VA YA,
155 ] t(én)
k=13
s k=1,3..5..25
! ‘ ‘ |



Pode-se observar que a série de Fourier se aproxima do valor original da fun¢do a medida
que o namero de termos tende a infinito. Nota-se também que série tente mais
rapidamente para o valor original da fun¢do nas regides mais afastadas de onde ocorre a
descontinuidade. A razdo para esse efeito pode ser explicada através da série de Fourier
de uma funcao do tipo delta de Dirac.

Exemplo 2) Fungao delta de Dirac d(t).
A figura abaixo exemplifica a representacdo temporal dessa funcao.

O

Antes de calcular a série de Fourier ¢ necessario relembrar algumas propriedades
fundamentais da funcdo delta de Dirac.

Té‘(t)dt =1

at+e b

[ -a)f@)di = f(a)

Para um intervalo definido -n<t<m, temos um periodo T=2m e uma freqiiéncia
caracteristica wy=1. Com isso os coeficientes da serie de Fourier dessa fun¢do sdo dados
por:
27 1
a, =~ j5(¢)dz ==
T~ T

3

a, = % [ 8(¢) cos(kt)dt = Leosk-0)=1, k=123
- 72- 72-
27 1
b, == [5(t)cos(kt)dt =—sen(k-0)=0,  k=123..
T %

No caso da funcao Dirac localizada em t=0, a série de Fourier vira um somatorio de a;’s
de valores que invariam com a freqiiéncia, conforme mostrado na figura a seguir.
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Com base na representacdo da funcdo delta de Dirac nota-se que um evento localizado no
tempo distribui energia para todos os modos no dominio da freqiiéncia. Logo, o maior
desvio da serie de Fourier, truncada a um numero finito de modos, em relagdo ao sinal
original ocorre em regides onde existe uma descontinuidade no tempo. Portanto, essas
regides necessitam de um grande nimero de termos para uma representacdo razoavel do
sinal no dominio do tempo. Por isso, no exemplo anterior da onda quadrada, a serie de
Fourier do sinal convergiu mais rapidamente para o valor original nas regides mais
afastadas da descontinuidade. Esse efeito devido ao truncamento da série a um niimero
finito de modos ¢é conhecido como efeito de Gibbs.

a

Transformada de Fourier

A série de Fourier ¢ uma expansdo de um sinal periddico em combinagdes de senos e
cossenos. Essa expansdo ¢ limitada, pois a série s6 pode ser calculada para sinais
periddicos e de periodo conhecido. Para criar um método mais robusto que pudesse ser
aplicado a quase todos os tipos de sinais Fourier desenvolveu uma transformada baseada
no mesmo principio de representacdo em series de senos e cossenos. A transformada de
Fourier permite que sinais que ocorrem sem periodicidade também tenham uma
representacdo no dominio das freqiiéncias.

Relembrando a formulacdo da representacdo em freqiiéncia da série de Fourier:
a, ,lermos cos seno

F(awyk) =
b, ,termos seno

utilizando a notacdo exponencial e complexa para representar os termos senos € cossenos

. —iot . , , ~ A .
da serie (¢~ = cos(ar) —isen(at)), & possivel reescrever a representagio em freqiiéncia
da série de Fourier em termos de um coeficiente c; com componente real e imaginaria.
,relacionado atermos cos seno

c
kREAL

F(w,k) = .
Cimuc  »lelacionado atermos seno

o0
. . _ —i2 weykt
Assim, a serie fica: x(t)= zck e T
k=—0



Com os coeficientes ¢, dados por:
_ 1 —i2wwykt
¢, = ?lx(t)e dt (9)

Generalizando a série e estendendo a representacdo da seéie de Fourier para um dominio
de — a +:, o periodo T tende a: enquanto que a a freqiiéncia fundamental () tende para
0. Assim as componentes ¢;’s formam um continuo e o somatério da série se converte em
uma integral obtendo-se assim a transformada de Fourier.

X(w) = Jx(t)e_iZ””tdt (10)
onde X(w) ¢ o sinal x(¢?) no dominio da freqiiéncia. Nessa forma geral a transformada
permite a conversdo o sinal do dominio tempo para o dominio de freqiiéncias. A operagdo
inversa ¢ conhecida como transformada inversa de Fourier e obtida através da equagao
abaixo.

x(t) = [ X (@)™ do (11)

A transformada de Fourier ¢ uma das ferramentas mais utilizadas na engenharia pois ela
permite representar 0 mesmo sinal tanto no dominio do tempo quanto no dominio da
freqliéncia. Isso ¢ extremamente importante nos casos onde a analise dos sinais no
dominio do tempo se torna dificil. Além disso ela possui propriedades que auxiliam na
resolu¢do de equacgdes quando a solugdo em um dominio se torna muito complicada.
Essas propriedades ndo serdo abordadas em detalhe nesta aula, pois fogem do propdsito
do curso.

A principal diferenga entre a série de Fourier e a transformada ¢ que no caso da série o
intervalo de amostragem no tempo (A4f) tende a zero o que resulta em infinitos modos
harmonicos no dominio da freqiiéncia. J4 no caso da transformada de Fourier o periodo
de amostragem tende a infinito, de modo que a resolu¢do no dominio da freqiiéncia (4w)
tende a 0. Assim uma fun¢do de w torna-se continua e ndo mais um somatério de
harmonicos como no caso da série.

Para o uso da transformada no processamento digital de sinais ¢ necessario a utilizagao da
transformada discreta de Fourier (DFT). Isso porque os dados em um computador sdao
discretos € compostos de uma serie finita de pontos. Para restringir os limites de
integracdo da transformada a um numero finito de pontos assume-se que o sinal
amostrado seja periodico e de periodo igual ao periodo de amostragem. Isso equivale a
dizer que para a transformada a série temporal de dados se repete periodicamente, em um
intervalo de tempo igual a N-4¢, até um tempo infinito. Onde N ¢ o numero de pontos da
amostra e At o intervalo de amostragem. A versdo da transformada para pontos discretos
¢ dada em termos de somatorio de pontos discretos, conforme descrito na equacao
abaixo.

X,=—Yxe ¥, para k=0,1,..,N -1 (12)



onde N ¢ o numero de pontos da série de dados, j ¢ o contador do somatério e kK 0 modo

em freqiiéncia. A versao discreta da transformada inversa ¢ dada pela equagao 13.
L Jj 27k
1

N-1
X; =ZXke N para k=0,,.,N -1 (13)
5=0

No caso da DFT, para cada freqiiéncia correspondente a k um somatdrio deve ser
computado, enquanto que no caso da inversa 0 mesmo ocorre para cada instante j. Isso
resulta em N2 operagdes, o que torna o processo caro do ponto de vista computacional.
Para reduzir o niimero de operacdes e aumentar a eficiéncia no célculo da transformada
foram criados algoritmos chamados de transformadas rapidas de Fourier (Fast Fourier
Transform- FFT). Dentre esses métodos o mais utilizado ¢ o proposto por Cooley and
Tukey em 1965. Nesse método o numero de operagdes realizadas para o calculo da
transformada ¢ reduzido para Nlog(N). Algoritmos e funcgdes para o célculo da
transformada rapida de Fourier encontram-se disponiveis em varias bibliotecas para
diferentes linguagens de programag¢do. Uma compilacdo dessas rotinas pode ser
encontrada no endereco http://www.nr.com/ (numerical recipes).

Os coeficientes da FFT permitem que a amplitude e a fase do sinal sejam obtidos para
cada modo k de maneira analoga a série de Fourier (ver eq. 8).

A4, = \/real(sz) +imag(X});
5 - tanl(imag(xu} (14)

real(X,)

No caso da série discreta de Fourier os limites de integracio sdo finitos,
consequentemente a resolucdo no dominio das freqiiéncias fica também limitada ao
periodo de amostragem do sinal, de modo que a menor freqiiéncia que pode ser resolvida
¢ igual a 1/( N-At). Logo, fica claro que quanto maior o tempo de amostragem maior ¢ a
resolucdo no espectro de freqiiéncias.

A discretizagdo dos dados no tempo também acarretam limitagao na FFT de modo que a
maior freqiiéncia que pode ser resolvida pelo espectro fica limitada pelo A¢. A relagdo
entre intervalo de amostragem e a freqiiéncia maxima do espectro ¢ dada pela teoria de
amostragem de Shannon-Nyquist. De acordo com a teoria, a freqiiéncia maxima que
pode ser resolvida ¢ igual a metade da freqiiéncia de amostragem f;, onde f; = 1/At. Essa
freqiiéncia limite ¢ chamada de freqiiéncia de Nyquist.




Exemplo 3) cos(2**(2*t)) com t=[0,1]| e com N=16.
A série de dados ¢ mostrada na figura abaixo:
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Os coeficientes reais e imaginarios da FFT dessa fungdo sdo mostrados nas figuras a
seguir
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Observa-se que o sinal possui somente representacdo real pois os termos imaginarios sao

iguais a zero. Isso se deve a notagdo complexa utilizada (e =cos(ar) —isen(ar)).
Nota-se também a presenca freqiiéncias positivas € negativas no espectro, isso se deve ao
fato de que a transformada inclui também os valores do conjugado complexo dos
coeficientes X;, de modo que para uma série de dados real Xi=-i*X . Assim, no
espectro a amplitude dos sinais ¢ distribuida entre as freqiiéncias positivas e negativas
que possuem uma unica representacdo no tempo mas que sdo distintas no dominio das
frequéncias.

Exemplo 4) cos(2*1*(2*t)) com t=[0,1] e com N=16.
A série de dados ¢ mostrada na figura abaixo:
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Nota-se que o sinal analisado ndo ¢ periddico em relagdo ao periodo de amostragem.
Com isso ocorre um espalhamento de energia em todo o espectro de freqiiéncias de
maneira analoga a ja demonstrada para a séria de Fourier. Com o intuito de se reduzir o
efeito da ndo periodicidade do sinal foram criadas fungdes enjanelamento de modo a
garantir a periodicidade dentro do periodo de amostragem. As propriedades e fungdes de
enjanelamento mais utilizadas ndo serdo abordadas aqui. O objetivo desta aula foi
apresentar/relembrar conceitos bésicos que servem de base para a andlise e

condicionamento de sinais.

Discussdes para laboratorio:

Interpretagcdo do espectro: Magnitude, Freqiiéncia, Fase

Particularidades: Aliasing

Amostragem correta (freqtiéncia multipla do periodo de amostragem).
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